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Schwerpunkte

Vorwort

Die Berechnung von Flachen- und Kérperschwerpunkten ist eine wichtige Anwendung von Mehrfach-

integralen. Hier habe ich einige Berechnungen zusammengestellt.
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51315 Schwerpunkte 3

1 Einflihrung

Vielleicht erinnert sich der Leser an die Definition des Begriffes Schwerpunkt aus der Physik:
Der Schwerpunkt eines Kdrpers ist der Punkt, in dem man sich die ganze Masse vereinigt denken
kann, so dass die Wirkung der Gravitationskraft auf ihn dieselbe ist.

Mir ist als Beispiel in Erinnerung: Man nehme ein Buch und balanciere es auf dem Mittelfinger.

Es bleibt genau dann in stabiler Lage, wenn man das Buch unter seinem Schwerpunkt unters 1.zt

Wenn man das Buch weiter weg vom Schwerpunkt unterstlickt, dann kippt es sofort.<Der Giand:
Die Gravitationskraft, also die Gewichtskraft der Buchmasse erzeugt eine Hebelwirking.

Dies will ich wie folgt skizzieren:

v

G

Der Unterstlitzungspunkt sei Z, Im Abstand r davon befindet sich aer Schwerpunkt m als Masseersatz.
In S greift die Gewichtskraft an und erzeugt somit ein ,Drehimorent”. Da fiir die Wirkung der
Gewichtskraft nicht nur deren Gréf3e, sondern auch der=oaenannte Hebelarm, also der Abstand r

von Bedeutung ist, haben die Physiker dieses Drehnism=ant so definiert:

DL{Gr
B\

Mit G=m-g wird daraus LD:m.g.r (1)

Fir unregelmaRige Korper hilft diese Formel wenig. Man muss zur Integralrechnung greifen.
Dazu denkt man sich die Masse (n unzndlich viele infinitesimal kleine Massenelemente dm zerlegt.
die zur Drehachse (Unterstlifzx=ngspunkt) den (senkrechten) Abstand r haben. Dessen Drehmoment

ist dann dD=g-r-dm (2)

Daraus erhalt man durch Autsummieren aller ,Mini-Drehmomente® dD, also durch Integrieren,

Uber die Gesamtm/isseym das Gesamtdrehmoment D:

D:fgrdm (3)

Fir die proktische Berechnung ist diese Formel noch zu grob. Wir missen den Schwerpunkt
mit dern /iostand rs ins Spiel bringen, indem man dieses Drehmoment mit (1) gleichsetzt:

m-g-rg =Igrdm | 9

m

morsz_[rdm (4)

m
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51315 Schwerpunkte 4

Wir betrachten nun nur die Képer, die man als homogen bezeichnet. Das bedeutet, dass sie Gberall
dieselbe Dichte haben. Dann kann man namlich von der Masse auf das Volumen, also bei vielen
Kdrpern auf geometrische Abmessungen umrechnen.

Die Dichte ist bekanntlich definiert als die pro Volumeinheit enthaltene Masse: |p =

<|3

Die Einheit ist daher z.B. % oder k_93 oder %
cm dm m

Diese Einheiten missen nicht ineinander umgerechnet werden, denn sie sind gleichwertig:

t 1000 kg kg 1000 g g
1= 7=1"5= z=1——
m 1000 dm dm 1000 cm cm

Ich ersetzt nun min (4) durch m=p-V: und dm durch dm=p-d

p.v.rszjr.p.dv
\%

was zu Verg = [rav
\%

.. 1
fuhrt und zu: e =—-|rdV 5
s VJ (5)

Damit kann man den Abstand des Schwerpunkte S von €as Drehachse (Unterstitzungspunkt)

berechnen. Betrachtet man diese Angelegenheit dreiciinsnsional (raumlich), dann hat der

Schwerpunkt drei Koordinaten: S(xg | ys | zg).®Man kann dann zeigen, dass fiir diese Koordinaten

die analogen Formeln gelten:

Koordinaten des {<huwe punktes eines homogenen Kérpers:

1 1 1
Xe =—- [ xd¥Y, W =—- |y dV und ze =—-|zdV 6
STV \J; 57y \J/y STy \J; (6)

Man kdnrnauch fiir eine Flache einen Schwerpunkt berechnen.

Dazu muss man (Jie -ormeln (6) vereinfachen. Wir verwenden als Kdrper nun eine
zylindrische Platie, also etwa einen Quader oder einen Zylinder.

Dessen Volumen ist leicht berechenbar durch V = A-h (A = Grundflache, Querschnitt,
h = Héhe( Das Differenzial ist dann dV =h-dA, denn h ist ja Gberall konstant.

Unser Vo'umelement kann man sich also als infinitesimale (extrem diinne) Saule der
Hohe h mit dem Querschnitt dA vorstellen. Dann folgt aus (6):

1 1 1
Xe =——-|xh-dA =|—- | x dA =—.|ydA und z. =21h
ST Ah ;[ A ;[ Ys A /J;y s T73

Die z-Koordinate beruht darauf, dass wir uns die Platte auf die x-y-Ebene aufgesetzt
denken. Dann liegt natlrlich der Schwerpunkt in halber Hohe.
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51315 Schwerpunkte 5

Um den Schwerpunkt einer ebenen Flache zu bestimmen, Iasst man h — 0 gehen.

Dann kann man das Problem zweidimensional sehen und erhalt fiir den

Schwerpunkt einer homogenen ebenen Flache:

¥s

A

1 1
Xs = [X AL lys =4[y oA ()

Die Abbildung zeige eine Flache mit ihrem Schwerpunkt und einem

Flachenelement dA. Das A unter dem Integralzeichen soll andeuten, -

\ b S

dass Uber alle Flachenelemente von A zu summieren ist.

Nun mussen diese Formeln (6) noch in solche verwandelt werden, die zur praktis¢'ver2&rechnung
geeignet sind. Dazu betrachten wir zuerst eine

Flache zwischen dem Graphen einer Funktion f und der x-Achse.

/'y =
An der Stelle x liege ein schmaler Streifen der (b )
Breite dx. Man kann ihn naherungs- /f o Wi
weise als Rechteck ansehen. Dieses hat |
den Inhalt dA =dx-y. Der Schwerpunkt T | T
(il y=f(x)
ist in halber Hohe: (x| 4| 'thé
LW ,.(._
. . T Xy - X, "
Damit wird aus den Formeln (7): N dx )
=l [xy- =—)]2x-f(x) dx| |yg= 1.Jiy2dx=i)}2[f(x)}2 dx (8)
A Ay A 2A 5

Als nachstes untersuchen wir, wie ' maneine Flache zwischen zwei Kurven behandelt:

Im Unterschied zur Abbildung darucer,ist die Hohe eines 4
Flachensegments (Mini-Rechteck:s) nicht y=f(x) sondern die
Differenz der Funktionsv/erte,del beiden Randkurven:

y =f(x)-g(x). Damit lau‘en die Formeln nun:

o= fl0-e e @

Nun einige Beispiele dazu.
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2 Beispielrechnungen zu Schwerpunkten von homogenen Flachen

(1)  Schwerpunkt eines Viertelskreises: G = {(x ly)|0<x<4;, 0<y<4x +y° = 16}

Zuerst wird der Flacheninhalt A berechnet: A =1 ar?=1.1.16 =4n
Y N\
Die Kreisgleichung wird umgestellt:  y =+v16— x? ke
Als Randfunktion wahle ich f(x)=V16-x J \
2+
oS
Schwerpunktskoordinaten: 11
1 X, 1 4 > i i
Xg =— | X-f(Xx)dx=—|x-v16 —x“dx 0 1) 2 3 4
s A;([1 () 47t£ NG| J
Vereinfachung mit der Substitution: U=16—X> =, Gt —2x-dX
X-dx = —2&du

Umrechnung der Grenzen:

X;=0—-p1,/)=16 und x, =4 —>u,=0

ey B 12 | 5 S

Xg 471:16 «/_du Iu du = {SJ 3 [u«/_] 16 V16
16

xs_§~1,70

:i.[64_%.64—::L.§.64:E
T W oon 3n

Ergebnis:  Der Schwerpy 2kt dieses Viertelkreises ist S(

16 16

14 4 1 4
Vs = ﬂgyzolx :—j\/16 X2y s 3n£(16 X )dx=§[16x—%x3}0

nj (170]170)
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(2)  Schwerpunkt eines Trapezes: G={(x|y)|0<x<8; 0<y<f(x)|

2X 0<x<2 A
mit x=14 2<x<4 y
8-x 4<x<8 41
3.-
Trapezflache: A:azc-h: 2+8.4:20

o5

\ Bl

Schwerpunktskoordinaten:

X, 2 4 8
Xg = %jx-f(x)dx :%Ux-2x-dx+_[x-4dx+jx(8—x)dxj
0 2 4

1(2 4 9 1 ZXST \7é x
Xg =2—00;2x2dx+£4xdx+£[8x—x2}de:E.uT +[’2x L +{4x2 -3

xsz%-[§+32—8+256—¥—64+i—4}

- 2%

= 2>

_1.
Ys 40

L T ’d U4 ’d }16d ]3’(8 Y |
— X X dx + X+ —x55.a%
2AOy 0 2 4 \ J

Ja

Yo =32 01 ea—tionon®t -84 46
40 | 3 3 40

Ergebnis:  S(3,6/1,6)
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Schwerpunkte
(3) Schwerpunkt einer Flache zwischen zwei Parabeln:
G={(xly)lg(x)<y<f(x)}
mit  f(x)=-1x*-x+4 und g(x)=x>
Schnittstellen beider Kurven:
X =-Ix*-x+4 | -2
2x% =—x? -2x+8
3x*+2x-8=0
. —2+4+96 -2+10 |2
v 6 6 |2 X
e X, \
Vorarbeit: Flache zwischen den Kurven: \/ - %
4/3

4/3
A= j(f(x)—g(x))dx:“f(—%xz—x+4)dx:[—éxq —5x2+4x]
2 ) -2
A=[-1-8-1.0

22772 ?+4'%]_[4_2_8]:|%|

Xs = lTx[f(x)—g(x)} dx £~4/3(—§x3 ¥ +4x)dx:—-[—ix4—ix‘°’+2x2]4/3
AX1 250 2 250 8 3 -2
27 \a27 127
s %[—%%—%gt-l- < % |:—6 % ]:—ﬁ:—0,34
Ys = : T[f(x)—g(x)]zdx‘:i »jo(—§x2—x+ 4)2dx:£ 4/3(9x4+3x3—11x2—8x+16)dx
°|2A; 500 5\ 7 500 \4
Ys _5%70»-[3 x° +3x* - 1x° 4x2+16xr/3
27 27
Vol oog B B+ B 5494164 |- L[~ 32+ 12+ §-16-32]
.. .5
Ys 3

Ergpbnis:  S(-0,3411,67)
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3 Schwerpunkt eines Rotationskorpers

(1)  Berechne den Schwerpunkt S einer Halbkugel mit dem Radius R, die ihren Mittelpunkt
im Ursprung hat und auf der x-y-Ebene aufsitzt.
Die Halbkugel ist in Kugelkoordinaten diese Punktmenge:

r|8]e)|0<r<R, 0<9<ln und 0<o@<2rn
2

S hat aus Symmetriegriinden die Koordinaten x5 =yg =0.

Berechnung der z-Koordinate:

n/2 21
:—jde——j J jr -cos(9)-sin(9)-dr-d9-de
V20 920 g20
1 R n/2 2n
zg==[r | ~cos(8)'sin(8)[ | d(pJ«dSodr
Vil s =0
1 R n/2 5
zg =— [ r* [ -cos(9)-sin(8)[e] " -d9-dr
Vr:O 9=0

9=0

2= rS[T cos(8)-sin(9) dSJ dr

Vereinfachung durch die Substitution: u #,siv9) = du=cos(9)-d9

Umrechnung der Grenzen: 9, =0 —tp=0, 9, =31 —>u, =1

1
ar

Spatestens jetzt ersetzt man V. duuch das Volumen der Halbkugel: V = %nR3

4
SR e
42nR

Ergebnis:  S(0]0|2R;

.R?*
4]: - 7t4v

<|a

27'CR 3 ! 27'CR 3 2 d 27'CR 3
zg="[r° [u-du dr=—fr-(%uJ dr="-[r’3dr=
Vil o Vi <@ 0 Vi
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